Wyszukiwanie wzorca

Na podstawie Cormen et al - Wprowadzenie do algorytmow



Problem wyszukiwania wzorca

* Tekst jest tablicg T[1..n] dtugoscin
* Wzorzec jest tablicg P[1..m] dtugoscim <=n

* Elementamitablic Pi T sg symbole nalezgce do pewnego
skonczonego alfabetu 3, np. >={0,1}, >={a,b,c,...,x,y,z}

* Tablice zawierajgce symbole P i T sg takze czesto nazywane
stowami



Problem wyszukiwania wzorca

* Moéwimy, ze wzorzec P wystepuje z przesunieciem s w tekscie T
lub, rownowaznie, ze wzorzec P wystepuje poczgwszy
od pozycji s + 1 wtekscie T, gdy 0 <= s <=n-m oraz
T[s+1..s+m]=P[1..m], tzn. gdy T[s +j] =P[j]dla1<=j<=m.

* Jesli P wystepuje z przesunieciem s w T, to s nazywamy
poprawnym przesunieciem w przeciwnym razie s nazywamy
niepoprawnym przesunieciem.

* Problem wyszukiwania wzorca polega na znajdowaniu wszystkich
poprawnych przesuniec¢ dla danego wzorca P w tekscie T.



Przyktad




Algorytmy

Algorithm Preprocessing time Matching time
Naive 0 O((n—m+ 1)m)
Rabin-Karp O(m) O((n—m+ 1)m)
Finite automaton O(m X)) O(n)

Knuth-Morris-Pratt O(m) O(n)



Algorytm naiwny

Algorytm ,,naiwny” znajduje wszystkie poprawne
przesuniecia, korzystajgc z petli, w ktorej jest sprawdzany
warunek P[1..m]=T[s + 1..s + m] dla kazdej sposrod n-m + 1
mozliwych wartosci s.

NAIVE-STRING-MATCHER(T, P)

1 n = T.length

2 m = P.length

3 fors =0ton—m
4 if P[1.. m|==T|s+1..5 +m]|

S print “Pattern occurs with shift” s



Przyktad

2 porownania dla s=0



Przyktad

]

S alalb

1 porodwnanie dla s=1



Przyktad

3 porownania dla s=2



Przyktad

2 porownania dla s=3
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/tozonosc

* Najgorszy przypadek:
Tekst: aaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaab
Wzorzec: aaaaaaaaaaaaaaaaaaab



Zadanie

Pokaz jakie porodwnania wykonuje algorytm naiwny, szukajgc wzorca
P=0001 w tekscie T=000010001010001. Ile ich jest?



Algorytm Rabina-Karpa

* Algorytm Rabina-Karpa ma ztozonos¢ pesymistyczng rownie ztg
jak algorytm naiwny.

* Algorytm Rabina-Karpa zachowuje sie bardzo dobrze w praktyce, a
takze daje sie tatwo modyfikowac.



Algorytm Rabina-Karpa

* Dla uproszczenia zaktadamy, ze > ={0, 1, 2, ..., 9}

* W ogolnym przypadku

mozemy przyjac, ze kazdy symbol jest cyfrg

w systemie o podstawie d, gdzied =| ) |

* Tekst ztozony z k symboli mozemy interpretowac jako liczbe k-cyfrowg

* Dla wzorca P[1..m] niech p oznacza odpowiadajgcg mu wartosc dziesietng

* Dla tekstu T[1..n] niec
* Oczywiscie t, = p wteo

n t, 0znacza wartosc dziesigtng podstowa T[s+1..s+m]
y i tylko wtedy, gdy T[s + 1..s+m] =P[1..m]

* Potencjalny problem:

0 i t, moga byC bardzo duzymi liczbami



Schemat Hornera

P(x)

n
E akxk
k=0

ao + x(ay + x(az + -+ x(ap—1 + xa,)---))

1 y =20
2 fori = n downto O
3 y=a;+x-y



Algorytm Rabina-Karpa

* /najgc P[1..m] mozemy obliczy¢ p uzywajac schematu Hornera
* Znajac T[1..m] mozemy obliczycC t, uzywajgc schematu Hornera

* W celu wyliczenia pozostatych wartosci t, t,, ...,t _ wystarczy
zauwazyc, ze t.,, mozna otrzymac z t, w statym czasie, poniewaz

t..,=10(t,—10™T[s + 1]) + T[s + m + 1]

Innymi stowy usuwamy najbardziej znaczgca cyfre i dopisujemy z
prawej nowg najmtodsza cyfre



Algorytm Rabina-Karpa

* Aby uniknac problemu duzych liczb obliczamy p i t, modulo q dla
odpowiednio dobranego q

* Dziatanie w arytmetyce modulo g moze prowadzi¢ teraz do btedu ze
wzgledu na to, ze z kongruencji t, = p (mod qg) nie wynika réwnosc t_ = p.

* Zdrugiej strony, jeslitg != p (mod q), to z pewnoscig wiemy, ze t, = p
| Ze przesuniecie s jest niepoprawne.

* Mozemy wigc uzyc testu t, = p (mod q) jako szybkiej heurystyki do
eliminowania niepoprawnych przesuniec s

* Kazde przesuniecie s dla ktérego t, = p (mod q) trzeba jeszcze

zweryfikowac, tzn. musimy sprawdzic¢ czy s jest poprawne, czy tez
nastapit fatszywy alarm



Wzorzec: 31415, mamy 31415 =7 (mod 13)
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Wzorzec: 31415, mamy 31415 =7 (mod 13)
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Obliczanie t_,, na podstawie t,
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RABIN-KARP-MATCHER(T, P, d, q)

1 n = T.length

m = P.length

h =d™ ! modg

p =20

f() — 0

fori = 1tom // preprocessing
p = (dp + Pli]) mod ¢
to = (dto + T|[i]) mod ¢

fors = 0ton —m // matching

10 if p ==1,

11 if P[1.m|==T[s+1..5 +m]

12 print “Pattern occurs with shift” s

13 ifs <n—m

14 tex1 = (d(ty—T[s +1lh) + T|s +m + 1]) mod ¢
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Zadanie

Ile fatszywych alarmow wystgpi w algorytmie Rabina-Karpa podczas
szukania wzorca P = 26 w tekscie T = 3141592653589793, jesli
obliczenia bedg wykonywane modulog=11?



Wyszukiwanie wzorca z wykorzystaniem
automatow skonczonych

* Automaty szukajgce wzorca sg bardzo efektywne: badajg kazdy

symbol tekstu doktadnie raz, przeznaczajgc na pojedynczy symbol
staty czas.

* Czas konstruowania automatu moze byc dtugi, gdy alfabet jest
duzy.



Prefiks, sufiks

* Moéwimy, ze stowo w jest prefiksem stowa x, gdy x = wy
dla pewnego stoway, np. ab jest prefiksem abcca

* Mowimy, ze stowo w jest sufiksem stowa x, gdy x = yw
dla pewnego stoway, np. cca jest sufiksem abcca



Automat dla wzorca ababaca

a

D G N N O EEe

b

Automat akceptujacy wszystkie teksty,
ktorych sufiksem jest wzorzec ababaca.

Krawedzie prowadzgce do stanu 0 zostaty pominiete; przyjmujemy konwencje, ze jesli
w stanie i brakuje krawedzi wychodzgcej z etykietg a dla pewnegoa € X,t0 §(i,a) = 0



Majgc dany automat tatwo wyszukac wzorzec

FINITE-AUTOMATON-MATCHER (7, 0, m)
1 n = T.length

2 qg=20

3 fori =1ton

4 q = o(q, T[i])

8 if g ==m

6 print “Pattern occurs with shift” 1 — m



Funkcja sufiksowa

* Definiujemy o(x) jako
dtugosc¢ najdtuzszego prefiksu wzorca P,
ktory jest jednoczesnie sufiksem x

* Przyktadowo dla P = ab mamy:
*og(ccaca) =1
*g(ccab) = 2
* Dla wzorca P dtugosci m mamy
o(x) =m e gdy P jest sufiksem x



Definicja automatu

 /biorem standw jest Q ={0,1,2,...,m}
* Stanem poczagtkowym jest O
* Jedynym stanem akceptujagcym jest m

* Funkcja przejs¢ 6 dla kazdego stanu g i symbolu a jest
zdefiniowana réwnaniem §(q,a) = o(P[1..q]a)

* Niezmiennik automatu: po wczytaniu pierwszych i symboli tekstu
T automat jest w stanie q, gdzie g jest dtugoscig najdtuzszego
sufiksu T[1..i], ktory jest jednoczesnie prefiksem wzorca P



Przyktad

Znajdziemy automat dla wzorca P = ababaca

Sciagga: 6(q,a) = o(P|1..q]a)



Rozwigzanie dla P = ababaca

5(0,a) = og(a)
5(0,b) = a(b)
5(0,c) = a(c)

6(1,a) = o(aa

1
0
0

) =1
§(1,b) = a(ab) =2
=0

6(1,c) = o(ac)

5(2,a) = o(aba)
5(2,b) = o(abb)
5(2,c) = o(abc)

=3
=0
=0

5(3,a) = og(abaa) =1
5(3,b) = o(abab) = 4
5(3,c) = o(abac) =0

5(4,a) = o(ababa) =5
6(4,b) = o(ababb) =0
5(4,c) = o(ababc) =0

6(5,a) = o(ababaa) = 1
6(5,b) = o(ababab) = 4
6(5,c) = o(ababac) = 6

5(6,a) = g(ababaca)
5(6,b) = og(ababach)

7
0
5(6,c) = o(ababacc) =0

5(7,a) = o(ababacaa) = 1
6(7,b) = o(ababacab) = 2
6(7,¢c) = o(ababacac) =0



Zadania

1. Skonstruuj automat wyszukiwania wzorca P = aabab i przetestuj
jego dziatanie dla tekstu T = aaababaabaababaab.

2. Narysuj diagram przejs¢ automatu wyszukiwania wzorca
ababbabbababbababbabb nad alfabetem {a, b}.



Algorytm Knutha-Morrisa-Pratta
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Funkcja prefiksowa

Funkcje prefiksowa m: {1,2,...,m} - {0,1, ..., m — 1} definiujemy jako:

t|q] = max{k < q: P[1..k] jest sufiksem P|[1..q]}

Innymi stowy:
1| q]| jest maksymalna dtugosciag wtasciwego prefikso-sufiksu stowa P[1..q]

Stownik:

wtasciwy — rézny od catego stowa
prefikso-sufiks — prefiks, ktory jest jednoczesnie sufiksem



Przyktad: ababaca

Prefiks wzorca

a
ab

aba
aba
aba
aba
aba

0d
pDacC

paca

max pref-suf
stowo puste
stowo puste
a

ab

aba

stowo puste
a

j

Pli]

mli]

0012|301

dtugos¢ max pref-suf

0

- O W N = O

// prefisuf nachodzg na siebie!



KMP-MATCHER(T, P)

1 n = T.length
2 m = P.length
3 m = COMPUTE-PREFIX-FUNCTION(P)

4 g=0 // number of characters matched
5 fori = 1ton // scan the text from left to right
6 whileg > O and Plg + 1] # T[i]
7 q = m|q| // next character does not match
8 if Plg+ 1| ==T]|i]
9 g =q+1 // next character matches
10 if g ==m // 1s all of P matched?
11 print “Pattern occurs with shift” i — m
12 q = m|q] // look for the next match




KMP-MATCHER(T, P) COMPUTE-PREFIX-FUNCTION (P)

1 n = T.length 1 m = P.length

2 m = P.length 2 letx[l..m]|be anew array
3 7 = COMPUTE-PREFIX-FUNCTION(P) 3 x[l] =0

4 g =20 4 k=0

5 fori =1ton 5 forg =2tom

6 whileg > Oand Plg + 1] A T[i] © while k > O and Pk + 1] # P|q]
7 q = 7lg 7 k = nlk]

8 if P[g + 1] ==TIi] 8 if Plk + 1] == P|q]
10 if g == m 10 wlg] =k

11 print “Pattern occurs with shift” 1T return 7

12 q = rlq]



Rozszerzenie pref-suf z S[1..n] na S[1..n+1]

S|1l.n+1]

S|1..n|

S[1..k] Slk+1] Sn—k+1..n]| Sn+ 1]




Przyktad dla P = abacabab

a
stowo puste



Przyktad dla P = abacabab

ab

Probujemy rozszerzy¢ stowo puste, czyli sprawdzamy, czy a = b?

Poniewaz to nieprawda, wiec rozszerzycC sie nie da i prefikso-
sufiksem dalej jest stowo puste

(2] =0



Przyktad dla P = abacabab

aba
Probujemy rozszerzy¢ stowo puste, czyli sprawdzamy, czy a = a?
Poniewaz to prawda, wiec prefiksem-sufiksem jest stowo a

m[3] =1



Przyktad dla P = abacabab

abac

Probujemy rozszerzy¢ a, czyli sprawdzamy czy b=c. To nieprawda,
wiec probujemy rozszerzyc¢ stowo puste, ktore jest prefikso-
sufiksem stowa a. Sprawdzamy, czy a=c. To rowniez nieprawda, czyli
prefikso-sufiksem jest stowo puste

m[4] =0



Przyktad dla P = abacabab

abaca

Probujemy rozszerzy¢ stowo puste. Poniewaz a=a wiec prefikso-
sufiksem jest a

m[5] =1



Przyktad dla P = abacabab

abacab
Probujemy rozszerzy¢ a. Poniewaz b=b, wiec prefikso-sufiksem jest

ab
|[6] = 2



Przyktad dla P = abacabab

abacaba

Probujemy rozszerzy¢ stowo ab. Poniewaz a=a, wiec prefikso-

sufiksem jest aba
w|[7] = 3



Przyktad dla P = abacabab

abacabab

Probujemy rozszerzy¢ aba. Poniewaz c != b wiec jest to niemozliwe.

Nastepnie bierzemy maksymalny prefikso-sufiks stowa aba, jest to
a (jak wiadomo z poprzednich obliczen) i probujemy go rozszerzyc.

Poniewaz b=b, to sie udaje i prefikso-sufiksem jest ab

w|[7] = 2



Inne spojrzenie na algorytm KMP

* Dane: wzorzec P, tekst T.

« Zaktadamy, ze symbol $ nie nalezydo Pi T
* Tworzymy stowo P$T

* Wyznaczamy funkcje w dla stowa P$T

* Przyktad

P=ab T=Dbaba

P$T = ab$baba

i 1234567

pi 0000121



Zadanie

Wyznacz funkcje prefiksowg m dla wzorca ababbabbabbababbabb



Koniec ©
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  𝛿  (  q ,   a ) = 𝜎  (  P  [  1 . . q ] a )


  P = ababaca


  𝛿  (  q ,   a ) = 𝜎  (  P  [  1 . . q ] a )


  P = ababaca


  𝛿  (  0 ,   a ) = 𝜎  ( a ) = 1


  𝛿  (  0 ,   b ) = 𝜎  ( b ) = 0
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  𝛿  (  2 ,   b ) = 𝜎  (  a b b ) = 0


  𝛿  (  2 ,   c ) = 𝜎  (  a b c ) = 0
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  𝛿  (  5 ,   a ) = 𝜎  (  a b a b a a ) = 1


  𝛿  (  5 ,   b ) = 𝜎  (  a b a b a b ) = 4


  𝛿  (  5 ,   c ) = 𝜎  (  a b a b a c ) = 6


  𝛿  (  6 ,   a ) = 𝜎  (  a b a b a c a ) = 7


  𝛿  (  6 ,   b ) = 𝜎  (  a b a b a c b ) = 0
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  𝝅 : { 𝟏 , 𝟐 , … , 𝒎 } → { 𝟎 , 𝟏 , … , 𝒎 − 𝟏 }


  𝝅  [ 𝒒 ] =   𝐦 𝐚 𝐱 ⁡  { 𝒌 < 𝒒 :   𝑷  [  𝟏 . . 𝒌 ]   𝐣 𝐞 𝐬 𝐭   𝐬 𝐮 𝐟 𝐢 𝐤 𝐬 𝐞 𝐦   𝑷  [  𝟏 . . 𝒒 ] }


  𝝅  [ 𝒒 ]
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