Nest, NestList i metoda Newtona

W ponizszych zadaniach bedziemy uzywali fukcji Nest oraz NestList. Przyktadowo, funkcja Nest [f,a, 3]
zwraca f[f[f[al]l], a funkcja NestList[f,a,3] zwraca {a, flal, f[flall, f[f[f[alll}

Zadanie 1. Uruchom polecenia:

NestList[2 #1 &, 1, 10]
Nest[1/(1 + #) &, x, 6]
Nest [Subsuperscript [#, #, #] &, x, 6]

Zastanow sie, czy rozumiesz, co sie stato.

Zadanie 2. Znajdz punkt staty funkcji cos

Metoda Newtona 1D
Zadanie 3. Wyznaczy¢ metoda Newtona v/2 z doktadnoscig do 40 cyfr dziesietnych.
Rozwigzanie:

flx_] = x"2 - 2;
h[x_] x - f[x]1/f° [x];
x0 = 1.0;

NestList[h, x0, 10] // TableForm Wyswietla 10 pierwszych iteracji
0, (o), . - ., ' (o).

Doktadnosé ostaniego przyblizenia jest za mata.
Zwickszmy zatem doktadnos¢ obliczen

NestList[h, SetPrecision([x0, 50], 10]// TableForm
Poréwnajmy ostatni wynik z

N[Sqrt[2], 40]

Zadanie 4. Utworz graficzng ilustracje metody tworzenia ciagu kolejnych przyblizen w metodzie
Newtona.

Rozwigzanie: Tak jak wyzej definiujemy (jesli jeszcze tego nie zrobiliSmy)

flx_] = x"2 - 2;
h[x_] x - flx]1/f° [x];
x0 = 1.0;

Zacznijmy od poruszania punktem poczatkowym

a=1; b=3;
Manipulate[
Plot[f[x], {x, a, b},
Epilog —> {{PointSize[0.015], Point[{x0, 0}]1}},
ImageSize -> {600, 325}],
{{x0, a}, a, b, Appearance -> "Labeled" }]



W sekcji Epilog wstawilismy polecenie wyswietlenia punktu (xg, 0)
Utworzmy teraz tamana. Najpierw zdefiniujemy liste kolejnych przyblizen:
lista = NestList[h, x0, 5];
Otrzymamy ciag

(IQ, T1,T9,x3,T4, ZL'5).

Do kazdej liczby tej listy stosujemy funkcje # -> {{#, 0}, {#, f[#]}} :
lista2 = Map[{{#, 0}, {#, f[#]1}} &, listal
Otrzymamy

(0,00, (o, Flzal)), ((21,0), (@, flaa))s - ((25,0), (s, fle]) )

Usunmy teraz wewnetrzne nawiasy:
lista3 = Flatten[lista2, 1]
Otrzymamy

((0,0), (o, £lz)), (21,0), (o, floa) - (25,0), (25, 2] )

W liscie tej ostatni element jest niepotrzebny:
lista4 = Most[lista3]
Otrzymamy ciag

(0, 0), o, flaol), (21,0, (a1, flar)), ., (23, 0) )

Teraz mozna narysowacé tamanag
Graphics[Line[lista4]]

lub tamang ktoérej ostatni odcinek jest strzatka
Graphics[Arrow[lista4]]

Whpiszmy to na koniec do Manipulate

Manipulate[

lista = NestList[h, x0, 5];

lista2 = Map[{{#, 0}, {#, f[#]}} &, lista];

lista3 = Flatten[lista2, 1];

listad4 = Most[lista3];

Plot[f[x], {x, a, b},
Epilog -> {Red, Thickness[.002], Arrowheads[.03], Arrow[lista4],
PointSize[0.015], Point[{x0, 0}]}, ImageSize -> {600, 325}],

{{x0, a, Subscript["x", "0"]1}, a, b, Appearance -> "Labeled" }]

Zadanie 5. W przedziale [—1.5, 2] funkcja f(z) = 3z(2+1)(z—1.5) ma trzy miejsca zerowe xy = —1,
x1 = 01x9 = 1.5. Uzywajac Manipulate z poprzedniego zadania wyznaczy¢ w przyblizeniu obszary
przyciagania uktadu dynamicznego h(x) do punktéw xg, z1 i x9. Znalezé metoda graficzna punkt
x, ktorego orbita jest 2-elementowa. Wyznaczy¢ ten punkt numerycznie.

Metoda Newtona 2D

Zadanie 6. W obszarze {r + yi : |z| < 2,|y| < 2} funkcja f(z) = z* — 1 ma trzy miejsca
zerowe zg = 1, 21 = cos 27 /3 + isin 27/3, 29 = cos 2w /3 — isin 2w /3. Wyznaczy¢ graficznie obszary
przyciagania uktadu dynamicznego h(z) do zg, 21 1 2».

Rozwigzanie:
Zdefiniujmy najpierw



flz_] z"3 - 1;
hiz_] =z - flz]/f’[z];
al = -2; a2 = 2; bl = -2; b2 = 2;

oraz punkty z0, z1 i z2 (pierwiastki trzeciego stopnia z 1).
Zamiast lim,, ., h"(z) wezmiemy w przyblizeniu h?°(z) = Nest[h, N[x + y I], 20]
Utwérzmy tabele wartosci tej funkcji na siatce [aq, as] X [by, ba] z krokiem 0.05.

n = 20;
delta = 0.05;
tablwart = Table[Nest[h, N[x + y I], nl, {y, bl, b2, delta}, {x, al, a2, deltal}];

Wartosci w tej tablicy to (w przyblizeniu) 2o, 21, 22 1 by¢ moze jeszcze inne liczby. Sprawdzmy:
tablwart[[1, 1]]

tablwart[[-1, 1]]

tablwart[[-1, -1]]

Przygotowujac sie do wyswietlenie tablicy tablwart kolorami, zamienimy kazda warto$é¢ zblizona
do zg na 0, do z; na 1, i do 23 na 2, pozostate wartosci na —1. W tym celu zdefiniujmy funkcje

eps

= 0.001;
rix_] =

Piecewisel[
{{0, Abs[x - z0] < eps},
{1, Abs[x - zl1] < eps},
{2, Abs[x - z2] < eps}}, -1]1;

Zdefiniujmy wiec

tablwart2 = Table[r[Nest[h, N[x + y I], nl]], {y, bl, b2, delta}, {x, al, a2, deltal}];
i sprawdzmy

tablwart2[[1, 1]]

tablwart2[[-1, 1]1]
tablwart2[[-1, -1]1]

Grafika

Do graficznego wyswietlenia tablicy liczb uzyjemy polecenia ArrayPlot
Najpierw kilka przyktadow

1. tabl = {{1, -1, 0, 1}, {1, 1, 0, 1}, {1, 0, 1, -1}};
ArrayPlot[tabl, ColorRules -> {1 -> Pink, 0 -> Yellow, -1 -> Red}]

2. Tablica 40 x 40 liczb losowych z odcinka [0, 1]:

tab2 = RandomReal[1, {40, 40}];
ArrayPlot [tab2, ColorFunction -> "Rainbow"]

3. ArrayPlot[Table[Sin[x y], {x, -40, 40}, {y, -40, 40}]]

Wracamy do zadania gtownego. Wyswietlmy teraz tablwart2 w postaci tablicy kolorow



ArrayPlot[
tablwart2,
ColorRules -> {0 -> Yellow, 1 -> Blue, 2 -> Red, -1 -> Black},
DataRange -> {{al, a2}, {bl, b2}},
DataReversed -> True, Axes -> True, Frame -> True,
FrameTicks -> True, ImageSize -> {400, 400}]

Obszar zaznaczony na zotto - obszar przyciggania do 2z,

Obszar zaznaczony na niebiesko - obszar przyciggania do z;

Obszar zaznaczony na czerwono - obszar przyciggania do zo

Obszar zaznaczony na czarno, to obszar rozbieznosci ciagu przyblizen.

Jezeli wszystko poszto dobrze, zmienmy warto$¢ kroku delta w tablicy z 0.05 na 0.01 i ponownie
wyswietlmy obraz.

Zadanie 7. Wykonaé¢ ,zoom” grafiki, np. w obszarze [0.2,0.6] x [0.1,0.5]
Uwaga: Zeby obrazek tadnie wygladal trzeba zmniejszy¢ delta

Zadanie 8. W obszarze {z + yi : |z| < 2, |y| < 2} funkcja f(z) = 2° — 1 ma pie¢ miejsc zerowych.
20, 21 1 29, 23. z4. Wyznaczy¢ graficznie obszary przyciagania uktadu dynamicznego h(z) do z;.

Zadanie 9 (**). Zr6znicowaé kolor w zaleznosci od szybkosci zbieznosei ciagu kolejnych przyblizen.



